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WIADOMO SCI WSTEPNE
POJECIE POTEGI
Definicja: Niechn bedzie liczly naturala dodatni, wéwczas dla dowolnej liczby rzeczywistej

a"=alala---a
%/_/

n-czynnikoéw
gdziea" nazywamy pafga o podstawie i wyktadnikun.
Ponadtca’ = @

g’ =1dlag=0



DZIALANIA NA POT EGACH

aI"I+I"I"I — an mm

n
n-m a

a m
a
(an )m — anIIh

L1

a"=—
a

Wyrazenie @ nie ma sensu liczbowego.
WZORY SKROCONEGO MNO ZENIA
(a+b)*=a’+2ab+b?

(a—b¥=a’-2alf+b?

(a+b)(a—b)=a—b?
(a+b)’=a’+3a’b+3abf+h?®
(a—by=a’-3&b+3ab’-b’
a>-b’=(a-b)(a®+ab+b?)

a*+b’=(a+b)(a®ab+b?
Wz6r dwumianowy Newtona

(a+b)n :an + n an—1b1+ n an—ZbZ +eoF n a2bn—2+ n a1bn—l_'_bn
1 2 n-2 n-1

Wzo6r dla(a—b)' ma co drugi wyraz ujemny.

WARTO SC BEZWZGL EDNA (MODUL)

Definicja: Wartascia bezwzgtédna liczby nieujemnej jest ta sama liczba. Wécte bezwzgédng
liczby ujemnej jest liczba do niej przeciwna.

¥ dlax=0
lz|=
-z dla x<0



Wiasnosci:

| x]=0
| x|=1x|
I x[+lyl=1]xy]

I x+yl<Ix]+]yl
| x-yl|2[x[-]y]

¥=a < x=alx=-a
X<a - -asx<a
X=za - xzaOx<-a

| x-a|<be< a-b<x<atb

| x-a|>b < x<a-b lub x>a+b

DZIALANIA NA
ZBIORACH

Sumg zbiorow A i B (ozn. AOB) nazywamy zbior tych elementéw, ktére g
naleza do zbioru A lub naley do zbioru B. e

Roznica zbioréw A i B (ozn. A-B lub A\B) nazywamy zbior tych elementév
ktore nalea do zbioru A i nie naliey do zbioru B. .



lloczynem lub czscia wspolma zbioréw A 1 B (ozn. AnB) nazywamy zbior
tych elementow, ktére naig do zbioru A i naléa do zbioru B. e

Dopetnieniem zbioru Aw pewnej przestrzeni Q nazywamy zbiér tych
elementow przestrzeni Q, ktére nie raldo A.

Zbior B zawarty jest w zbiorze A (jest podzbiorem A) wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy element zbioru B jestieelementem zbioru A.

POJECIE FUNKCJI

Definicja: Funkcja - odwzorowaniem zbioru X w Y- nazywamy kade przyporadkowanie,
ktore kademu elementowi zbioru X przypaxdkowuje _doktadnie jedeelement zbioru Y.

Funkcg nazywamyodwzorowaniem zbioru X na Y, jesli kazdy element zbioru Y zostat
przyporadkowany (jest obrazem pewnego elementu zbioru X).

Zbior X nazywamydziedzing funkcji lub zbiorem argumentéw. Zbior Y nazywamy
przeciwdziedzing funkciji .

Zbior tych elementow zbioru Y, ktére zostaly przyglkowane nazywamgbiorem wartosci
funkcji (zbior wartdci, to podzbidr przeciwdziedziny).

MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI

Definicja: Miejscem zerowym funkcji nazywamy kady argument, ktéremu przypadkowana

jest wart@¢ rowna zero.
Odczytywanie miejsc zerowych z wykresu

Miejscem zerowym jest odgh (wspotrzdnax) kazdego punktu, w ktérym wykres funkcji
przecina 6 OX.

Th

X
X K o EEL P X

X1, %, ¥ - thiejsca zerowe funkeji




Obliczanie miejsc zerowych ze wzoru

Miejsca zerowe funkcjif obliczamy rozwizujac rownanie f(x)=0.

PODSTAWOWE WEASNGCI FUNKCJI

ROZNOWARTO SCIOWO SC FUNKCJI

Definicja: Funkcje f(x) nazywamy raznowartosciowa jedynie, jgli dla kazdej pary argumentow
X1, X2 j&Sli X1#Xo, 10 f(xq)Zf(X2).

Jak sprawdzi¢ czy wykres funkciji przedstawia funkcje réznowartosciowa?

Jesli istnieje prosta réwnolegta do osi OX, ktora zksgsem funkcji ma co najmniej dwa punkty
wspolne, to taki wykrenie przedstawia funkcji ritnowartgciowej.

Jesli taka prosta nie istnieje, to wykres przedstafuiakcj ¢ roznowartosciows.

MONOTONICZNO SC FUNKCJI

Definicja: Jezeli dla kadej pary argumentow;xx, takich,ze x<x, zachodzi warunek:
a) f(x) <f(xz), to funkcja jestosnaca

b) f(x) < f(x2), to funkcja jeshiemalejaca

c) f(x1) >f(x2), to funkcja jestnalejaca

d) f(xy) =f(x2), to funkcja jeshierosnaca

Kazda fur]kch spetniagca co najmniej jeden z powggzych warunkow nazywanfunkcja
monotoniczny.

Kazda funkcja rosgca jest rwnoczmie niemalejca.

Kazda funkcja malejca jest rownoczmie nierosaca.

Funkcja monotoniczna zatem, to funkcja, ktéra @isd rosmaca, albo malega, albo nierosita,
albo niemalejca.



Fil)
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funlicja rosngca funkcija malejgea

Y

PARZYSTOSC | NIEPARZYSTO SC FUNKCJI
Definicja: Funkcja f jest parzysta, j&sli dla kazdego x

f(X)=F(=x)

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wadgm osi OY.

R4)=H00) W=

iy Lo
&k 4

funkeja parzysta

X2

Przyktady funkcji parzystychy=x?, y=3|x|, y = 1

Definicja: Funkcja f jest nieparzysta jesli dla kazdego x
f(-x)= -f(x)

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny waigm pocztku uktadu wspoétrednych.



J
|
iy

f=f0) o0

funkeja tiieparzysta

X
x2 -1

Przyktady funkcji nieparzystycly=x, y=x>, y =

OKRESOWOSC FUNKCJI

Definicja: Funkcja f(x) jest okresowsa j&sli istnieje taka liczba #0, ze dla kadego x nalgacego
do dziedziny funkcji liczba x+T tenalezy do dziedziny funkcjii  f(x) = f(x+T).

Liczbe T nazywamyokresem funkciji.

Przyktadowy wykres funkcji okresowej:

v i

A /,

Ops g4t e

- g

Najmniejsa mozliwa liczbe T>0 nazywamykresem podstawowynfunkcji.

Przyktady funkcji okresowych
y=2in ¥, y=cosx, T=Im

y=tgxz,y=ctgx, T==m

y=x-[x], T=1

PODSTAWOWE FUNKCJE



FUNKCJA LINIOWA

Definicja: Funkcja liniowg nazywamy funke postaciy = ax+b, gdziexOR,alJR,bOR

a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowyimwyrazem wolnym.

Wykresem funkcji liniowej jesprosta nachylona do osi OX poditem a takim,ze tga = a
Prosta ta przecing®Y w punkcie B=0,b) i 0§ OX w punkcie A{—E ;O).

a
Jezeli a=0 to funkcja liniowa ma postgy=b i jest funkch stala. Jej wykres jest rownolegty do osi

OX.

7=h

Dla a>0, funkcjay = ax+ bjest funkcy rosnaca.

a=0




Jezeli a<0 to funkcjay = ax+ bjest funkca malejaca.

A T

\ a=[
b
m X

FUNKCJA
KWADRATOWA

Definicja: Funkck f(x)=ax? +bx+c, gdziea,b,cOR,ia# 0 nazywamyfunkcja kwadratowa
w postaci ogolnej(lub funkcp drugiego stopnia lub tréjmianem kwadratowym).

Wyrazenie A =b® —4ac nazywamywyrdznikiem trojmianu kwadratowego.

2
Postat kanoniczna tréjmianu kwadratowega f (x) = a{x+£j —A.

2a 4a

) _ b) A . o,

Wykres funkcji f(x)— x+2— " otrzymujemy przesuwag y = ax”,
a a
o wektor v = [—E;—A} :
2a 4da

b A) . : . .,
PunktW= “oa Za jest wierzchotkiem paraboly = ax” + bx+c.

a 4a

Osia symetrii tej paraboli jest prosta o rownaniu= —23.
a

Wiasnaosci funkcji kwadratowe;:



1. a>0.
- ramiona paraboli skierowane do gory,

« zbiorem wartéci funkcji jest przedzia<—4£;+oo) ,
a

e . . A b
« trojmian posiada minimumy,, =-— dlax, = —-——,
da 2a

L . b . . b
« funkcjarosnie w przedzial —2—;+oo , a malejew przedzial —oo;—2— .
a a

2. a<0.

- ramiona parabolissskierowane w dét,

« zbiorem wartéci funkcji jest przedzia{—oo;—%> ,
a
tréjmian posiada maksimum,, = Y dlax, = _b
w 4a XW 2a ’

. . : b , . . b
« funkcja maleje w przedzial 2—,+oo , argnie w przedzial —oo,—2— .
a a

Jezeli wyrdznik tréjmianu spetnia warunek = 0wowczas mena ten tréjmian doprowadzdo
postaciloczynowej: f(x)=a(x-x )(x-x,),

_Cb-JA

—b+A
X1=—, 2[:: .

X
gdzie 2a ?

Gdy Ao=10, mamy wowczas x; = X 17 (%) =a(x— xljg.

2
Zatem tréjmian kwadratow/ (%) =ax” +hx +c.
- posiada dwa miejsca zerowe, x, gdy A>0,
- ma jedno miejsce zerowe (pierwiastek podwojny) &= 0.
« nie posiada miejsc zerowych g4 <0..

Wzory Viete "a

_ a . .
Niech dany bdzie dany trgjmiar (%) =ax” +&x +c, gdzie a= 0142 0 wewezas:

c . b
K== 1 X+X ==
a a



FUNKCJA WIELOMIANOWA
Definicja: Wielomianem stopnian jednej zmiennej rzeczywistgjnazywamy funkgj:

W(x)=a x"+a, x"*+.--+a,x* +a,x+a, gdziea,a, ,, --,a,,a,8 0R a #0,xOR nON.

Liczby a,,a,,a,,---,a, nazywamy wspotczynnikami wielomianu.

Liczbe n nazywamy wskanikiem wspotczynnikaa,,

Wielomian stopnia pierwszego jednej zmiennej jaskEj liniowa:

W(x)=ax+a, gdziea #0,i xOR

Wielomian stopnia drugiego jednej zmiennej jeskitjp kwadratove:

W(x)=a,x* +a,x+a, gdziea, #0,i xOR.

Twierdzenie Dwa wielomiany g réwne wtedy i tylko wtedy gdy stego samego stopnia
i maja rowne wspotczynniki przy odpowiednich pgach zmiennej.

Definicja: Pierwiastkiem wielomianu W(x) = a, +a,x+a,x* +---+a, x" nazywamy tak liczbe
rzeczywis r, z'eW(r) =0 (pierwiastek wielomianu — miejsce zerowe wielonuijan

Twierdzenie (o rozktadzie wielomianuy). deli W(x)i P(x) # 0 sa wielomianami to istniej dwa
takie wielomianyQ(x)i R(x), zeW(x) = Q(x) (P(x) + R(x), przy czymR(x) = 0 albo stopié R(x)
jest mniejszy od stopnia(x)

WielomianR(x)nazywamy resztz dzieleniaW(x)przezP(x)

Jezeli R(x)jest wielomianem zerowym to, mowimse wielomianP(x)jest dzielnikiem wielomianu
W(x)

Reszta z dzielenia wielomiamd(x) przez dwumiarx-r gdzie r (1 Rjest rowna liczbia\/(r).

Twierdzenie Bezoute:d.iczba * jest pierwiastkiem wielomianw/(x)wtedy i tylko wtedy gdy
wielomianW(x)jest podzielny przex — .

Twierdzenie Wielomian jednej zmiennej stopniama co najwyej n pierwiastkow.

Liczba » jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianuzgi te wielomian jest podzielny przez

i x —r)ﬁ’, a nie jestpodaielny preez (x —r)hl.



Twierdzenig(o postaci iloczynowej wielomianu). Z&i wielomianW(x) n-tego stopnia ma
pierwiastkOwx, X,, X;,--+, X, t0o

Wix)=a,(x-x)x-x)(x-x) . (x-x).

gdzie a_jest wspotczynnikiem przx*

Twierdzenig(o pierwiastkach wymiernych.)

Jezeli wielomianW(x) o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymiew postaci utamka

nieskracalnegeEto licznik tego utamka jest dzielnikiem wyrazu wefjo, a mianownik
q

dzielnikiem wspétczynnika przy najvegzej pot¢dze zmiennej.

FUNKCJA HOMOGRAFICZNA

Definicja: Funkcja wymierna nazywamy funkgj postaci f (x) =%:)), gdzie W(x)i Q(x) s
wielomianami jednej zmiennej rzeczywist&)(x) nie jest wielomianem zerowym.

Jest to funkcja okétona na zbiorzeR - Z gdzieZ jest zbiorem pierwiastkdw wielomiarg(x).
Kazdy wielomian jest funkaj wymierra.

ax+b
X—C

Definicja: Funkcja homograficzra nazywamy funkej postaci f (x) = gdzie
a’+b*#0
Jej dziedzin jest zhi6rR-{c} .

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.

ax+b
X—C

Krzywa f(x)= otrzymujemy przesuwag wykres funkcjiy = o wektor v = [c, a]
X

gdziem=b+ac.

FUNKCJA POT EGOWA

Definicja: Funkcja potggowa nazywamy funkej postaci f (x) =x?%, gdzie allR .



np..y=x% y=x2°, y=x5, y=x

Dziedzina, zbiér wartei oraz wtasnéci funkcji poegowej zaléa od wyktadnika padgi i tak
jezeli:

1.aldN toxUR,
2.a0C_ toxOR\{0},
3.a0W, toxOR, O0{0},
4. alJW_ toxOR,,

5.a0lW toxOR,.

FUNKCJA WYKELADNICZA

Definicja: Funkc postacif (x) = a*, gdzieaOR, —{ oraz xOR nazywamyfunkcja
wyktadnicza o podstawie &”.

1Y X
Np.: y =27, yz(—j, y = 3%, y:(O,l).

Wykres funkcji y = 2*

e S N o B N |
|

]

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Wykres funkcjiy = [%j



X

12 3 4

Wykres funkcji wyktadniczej nazywankrzyw a wyktadnicza.
Wiasnosci funkcji wyktadniczej:
Przecina ona0Y w punkcie (0,1).

Funkcja przyjmuje tylko wartei dodatnie.

Funkcja wyktadnicza jesznowartosciowa, co oznaczaze jeli x,X, JR to a* =a™ wtedy i
tylko wtedy gdyx, = X, .

Dla a >1 jestfunkcj g rosnaca w catej dziedzinie: to znaczye jezelix, x, DR to a® >a™*
wtedy i tylko wtedy, gdyx, > X, .

Dla O<a<1 jestfunkcja malejacaw catej dziedzinie to znaczye jezeli
X,X, OR to a® >a® wtedy itylko wtedy gdyx, <X, .

FUNKCJA LOGARYTMICZNA

Pojecie logarytmu

Definicja: Logarytmem liczby dodatniep przy podstawiea [ R—{]} nazywamy taki wyktadnik
potegi, do ktérego naley podnigé¢ podstaw a ,zeby otrzyma liczbe b.

Zatemdlab>0, a>0, a# Imozemy zapis& log,b=x <= a* =b
Prawdziwe % naskepujace tazsamaci:

1. log,a"=x, dlaa>0azlx0OR,
2. a%*=x dlaa>0a#lx>0.



Oznaczenia:

log,, X =log X,
(log, X)" =log" x.
Twierdzenie:

Jezeli allR, \{]} orazx, YR, , wowczas prawdziweasvzory:

=

Ioga(x [y) =log, x+log, vy,

no

X
Ioga(—j =log, x-log, vy,
y

3. log, x" =nlog, x, gdzienOR,

log, X
log, x = I o

»

dlabOR, \{1} (wzér na zamianpodstaw logarytmu).

b

Definicja: Funkcja logarytmiczna o podstawie nazywamy funke
f(x)=log, x, gdzieaOR, -{}i xOR, .

Np.:y=log, X, y=logx, y= Iogé X.

4

Wykres funkcji logarytmicznejy = log, X

445 Y
3_
2_
T X
[:I 11/ 1T "1 "1 "1
-1f/123456?89
224
I
4

Wykres funkcji logarytmiczney = log, x
2



Wykres funkcji logarytmicznej nazywankyzyw g logarytmiczna.
Wiasnosci funkcji logarytmiczneyj:

Funkcja jest0znowartosciowa, to znaczyze jesli allR, —{]} oraz x;, X, R, woéwczas
log, x, =log, X,, wtedy i tylko gdyx, =X, .

Przy podstawiea > ZIunkcja logarytmiczna jestinkcj a rosnaca co oznaczaze jesli

X, X% OR, to log, x, >log, x, wtedy i tylko wtedy gdyx, > X,.

Przy podstawic0 < @ < 1 funkcja logarytmiczna jestinkcj a malejaca to znaczyze jezeli

X, X% OR, to log, X >log, x, wtedy itylko wtedy gdyx, <X,.

Wykresy funkciji f(x) =log, X i f(x) =log, X, gdziea>0,a# Joraz x > Osa Symetryczne

wzgledem osi U4 poniewai:

log, x log, X

log. x= 2_ = & =-log, X
% log,a -1 91

a

a

Natomiast krzywey =log, X oraz y=a* gdzie a>0,a# 1 oraz x> (g symetryczne

wzgledem prostejy = x co oznaczaze funkcje f(x)=log, x oraz f(x)=a* sa wzajemnie
odwrotne.



FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE | ICH WYKRESY

Niecha bedzie katem skierowanym, takinke wierzchotkiem ktaa jest pocatek uktadu
wspotrzdnych a pocgtkowym ramieniem jest dodatnia pétoX.

Niech punkt M(x,y) kdzie dowolnym punktem fcym na kacowym ramieniu tegodta.

Dznaczmy r=| O |

=V zd+y2
Y 4
L lesy
£ |
g |
) X ¥

Wéwczas definiujemyunkcje trygonometryczne kata a:

v AN . -

sin ¥ = sin L e -1, 1= ' ' . . —-
re -%rr " 0 iw N_’L-’“

- 1.1 N ; /\ ; /#
cosa=_, cosces<-l 1> _%Mﬁ 5 %Mﬁp




Y
2..
X
N T . . . .
go=73 CL#2+I€TE te ek : A o -
EmSm aw gmSm 2w
24
by
2..
. X
ctg d=— o=l te e R } ! +
B5Ty ; I TSRNDA S [ (U
3 “\ 2 \ 2 \ ry \

MIARA STOPNIOWA

Definicja: Miarg kata, w ktérej kit jednostkowy jest réwnygl—C kata prostego, nazywanyiar a

stopniowa.
Miare kata jednostkowego w mierze stopniowej nazywatopniemi oznaczamy1°.
Jeden stopieto 60minut, a jedna minuta to 68kund 1° =60, 1 =60 .

MIARA tUKOWA

Definicja: NiechO bedzie dowolnym okggiem osrodku znajdujcym sk w wierzchotku lgta a.
Miar g tukowa kata o nazywamy stosunek dtugm | tuku okregu O, na ktérym oparty jestak, do

promieniar tego okggu. :l?

Katem jednostkowym w mierze tukowej jesit krodkowy okegu oparty na tuku o dtugoi réwnej
promieniowi okegu.

Miare kata jednostkowego w mierze tukowej hazywaragianemi oznaczamy: 1 rad

Mierze stopniowej kta 180 odpowiada miara tukows (rad).

Mierze stopniowej 360odpowiada miara tukowar(rad).

TABELKA ZNAKOW FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH W POSZCZE GOLNYCH
CWIARTKACH



[ éwiartlca | I éwiartka |II1 éwiartle |1V Gwiartka
ae(0,E | we@ m |aem iy |we (3E 1m
] 2 2 ] E 2 2 ]
sity + + - -
CoscL + - - +
tgc + & + &
ctg oL + - + -
Wierszyk:

"W pierwszej wszystkieagsdodatnie,w drugiej tylko sinus,w trzeciej tangenstangens
a w czwartej cosinus."

TABELKA WARTO SCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA
i
WIELOKROTNO SCI 2

1 % p % T im
sin 0 | 0 -1 0
cos 1 0 -1 a 1
tz 0 nie istnieje 0 hie istnieje 0
ctg nie istnieje 1] nie istrieje 0 nie istnieje

TABELKA WARTO SCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA WYBRANYCH
KATOW Z PIERWSZEJ CWIARTKI

3005 | 450 | e00E
tz V% 1 \f"j_
ctg Vi 1 VI




TOZSAMOSCI TRYGONOMETRYCZNE

Zwiazki migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samegtek

cos =gt
Ccos L

e e
tg e ctgor =1

sin® o+ cost =1 (populamie Zwany "jedynks trygonometryczng.

WZORY REDUKCYJNE

3=
(%]
H
L
=H

m
SQ | g o | WA | -0 A |- = O

sitt | since | cosch | coscE | sing |-since |-coscl|-cosce| —Sin

COs | coscy | sing |-since |-cosce|-cosce| —sing, | since cos

tg tgor | ctgdd |-ctg & | —tgce | tg X | ctgo |-ctgoe| -tgd

clg | ctgde | t2 | -tgd |-cigdd | clgcd | tgd | -igd | —ctgoe

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE SUMY I RO ZNICY K ATOW

s o+ ) = sin acos F4+cosasn f
sl ot — )= sinacos F—cosasn 8
cos(a+ 8= cosacos 8 —sin asn f

cos(ae— &) = cosacos 4t asn

toa+1
tg(aﬂg;.:g—gﬁ
l-toate A
toa—to #
t — =
gla=#) I+tgate A
ctefat )= ctzactz 5—1
ctg & +ctg 5
otz actz 541
ctg(a—ﬁ):i

ctg f—ctza



FUNKCJE
TRYGONOMETRYCZ
NE PODWOJONEGO
ARGUMENTU

Sin2x = 2sinXcosx
c0S2X = coS X —sin? X

tg2x = 2tg>:
1-tg°x
2y _
Ctg2x = ctg'x-1
2ctgx

WZORY NA SUMY | RO ZNICE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

sinx+siny = Zsin%cos%
sin? Y
2
COSX + COSy = 2cosXJr Y cos* =Y
2 2
X—y
2

sinx—siny = ZcosX; y

Xty .
COSX —COSY = —ZSIHTSIH

PRZEKSZTALCANIA WYKRESOW FUNKCJI

f(x) - f(x+a)

Przesunjcie wykresu o wektor [-a,0]



f(x) - f(x)+a
Przesunjcie wykresu o wektor [0,a]

Noooby
%x

Ja~, ’f_
0 Ta\

\

f(x) - f(-x)
Symetria wzgidem osi OY

Yy
/\

77N

f(x) - -f(x)

Symetria wzgidem osi OX



fO) - [f()]

Wszystkie punkty wykresu o dodatniegdnej (czyli te "nad 0giOX") zostaj na miejscu.
Wszystkie punkty o ujemnejg¢dnej (czyli te "pod 0aiOX") odbijane § symetrycznie wzgdem
osi OX.

by

4
o - &
1]

f(x) - f(Ix])
Wszystkie punkty wykresu o dodatniej ogtej (te "na prawo” od osi OY) zosiaja miejscu.
Wszystkie punkty wykresu o ujemnej ogtej (te "na lewo" od osi OY) znikaj po prostu

zapominajmy o nich - a na tej@zi uktadu pojawia si symetryczny obraz punktow "z prawej
strony osi" - czyli tych o dodatniej odte).

I'/\\ a -
g T,

CIAGI

Definicja: Ciagiem nazywamy kada funkcje, ktorej dziedzin jest zbior liczb naturalnych (bez



zera).
n-tym wyrazem ciaggu (oznaczenie nazywamy wart& tej funkcji dla argumenta.

Monotonicznos¢ ciggu:
1. chg {a,} nazywamyrosnacym, gdy dla kadego n
an<én+1

2. chg {a,} nazywamymalejacym, gdy dla kadego n
>+

3. chg {a,} nazywamystatym, gdy dla kadego n
On=ch+1

4. ciag {a,} nazywamyréznowartosciowym, gdy dla kadych n,m (r#n)
am#%an

GRANICA CI AGU

Liczbe g nazywamy grani@ ciagu {an} jedynie jgli do kazdego otoczenia liczby g nale
wszystkie wyrazy tego ggju z wyatkiem skaiczonej ich ilgci.

Ciag {a.} jest rozbiezny jedynie jéli dla kazdej liczby A wartdci bezwzgédne wszystkich
wyrazow tego cigu, oprécz skaczonej ilgci, 3 wieksze od A.

W, (n)

Obliczanie granic cagu o wyrazie ogoélnym a, = .
W,(n)

Bardzo tatwo (po prostu w pasei) oblicza s¢ granie ciagu, ktérego wyraz ogolny jest ilorazem
dwoéch wielomiandw.

Zasada jest taka:

Jezeli stopigr wielomianu w liczniku jest wkszy od stopnia wielomianu w mianowniku, to granic
tego cagu jest nieskaczond¢ (dodatnia lub ujemna).
2nt-3r+4 o _ -Sni+and+0n

Lim i ol 1§ Lim
nmen  SnO-Indedn e fitr- 245

Jezeli stopig wielomianu w liczniku jest mniejszy od stopnia l@i@ianu w mianowniku, to
grania tego cagu jest zero.
lim ﬂ =
wee  pHfnd-Tn
Jezeli stopnie wielomianow w liczniku i mianownikig sdwne, to granigtego cagu jest iloraz
wspoétczynnikdw stajcych przy n w najwyszej potdze.

4n?-3n+s 4

li — s e
o Ind+Tn-l 2

; n-3ns 3
iy ———=-%
nagn  S10-IntT 5



CIAG ARYTMETYCZNY

Definicja: Ciag {a,} nazywamy arytmetycznymjedynie jéli kazde kolejne dwa wyrazy tego
ciagu r&znia si¢ 0 ¢ sany liczbe.
a., —a,=r dlakadegonN, (liczbg t¢ nazywamy rénica ciagu i oznaczamy).

Dla ciagu arytmetycznego o ra@nicy r prawdziwe sa wzory:

a =a +(n-1)I (n-ty wyraz chgu arytmetycznego),

a_+ta . . : . o
=1 "l (zwigzek mkdzy trzema kolejnymi wyrazamiagju arytmetycznego),

an
2

n

=&ta 5 a [h (suman pocatkowych wyrazéw cigu arytmetycznego).

CIAG GEOMETRYCZNY

Definicja: Ciag {a,} nazywamy geometrycznymedynie jgli pierwszy wyraz tego agu jest
rézny od O i iloraz kadych dwdéch kolejnych wyrazéw jest sta’ry”—+l =q.

(te stah liczbe nazywamy ilorazem ggu i oznaczamy)

Dla ciagu geometrycznego o ilorazie#0 prawdziwe @ wWzory:

a=aeq™

&12:6}1-1‘q

A =h-1°Gn+1

jesli g=1, Sn:n-a (S suma n pierwszych wyrazéw tegagci)

-q°

PwbdPE

Jeli ciag {an} jest nieskaiczonym cagiem geometrycznym, o ilorazie g takige |q|<1, to miana
obliczy¢ sune wszystkich wyrazow tego qgu:

2
= T-g

Ciag taki nazywamybieznym.

GEOMETRIA PLASZCZYZNY

KOLO | OKR AG
Okregiem o srodku S i promieniu r nazywamy zbiér punktéw ptaszny, ktorych odlegis od

punktu S jest rownarr.
Jeili S=(a,b), to okgg ma réwnanie:

(x—ay+(y-by=r"



s

Kotem o srodku S i promieniu r nazywamy zbior punktow ptaszmy, ktorych odlegks od
punktu S jest niewksza od r.
J&li S=(a,b), to koto ma réwnanie:

(x—af+(y—bY<r?

Prost k nazywamystyczm do okregu jedynie jéli ta prosta ma z okgiem tylko jeden punkt
wspolny.

Prosta k jest styczna do elgu jedynie jéli odlegtos¢ srodka okegu od prostej jest rowna diugmo
promienia.

Okregi O(A,r) i O(B,R) sa stycznejedynie jéli maja doktadnie jeden punkt wspdlny.

Jesli |AB|=r+R, to okegi sa stycznezewretrznie.

Jesli |JAB|=|r—R|, to okg&gi sa stycznewewnetrznie.



Okregi O(A,r) i O(B,R) sa roztacznejedynie jéli nie map punktéw wspolnych.

Jesli |AB|>r+R, to okegi sa rozlacznezewnretrznie.

Jesli |JAB|<|r-R|, to okg&gi sa rozlacznewewnetrznie.

R

Okregi O(A,r) i O(B,R) przecinaja si¢ jedynie j&li maja doktadnie dwa punkty wspdlne:

|R-r|[<|AB|<r+R

v

KAT WPISANY | SRODKOWY
K atem srodkowym nazywamy kt o wierzchotku wérodku kota.

K atem wpisanymnazywamy Kt o wierzchotku na okigu taki,ze w jego ramionach zawartg s
cieciwy tego kota.



. - ket drodkowy
[ - kat wpisarny

Kat wpisany w koto ma rozwar§é rowm potowie rozwartgci kata sSrodkowego opartego na tym
samym tuku.

Wszystkie lgty wpisane w koto oparte na tym samym tuku arréjwne rozwartgci.

Kat wpisany oparty na poétokgu jest lstemprostym.



T

Suma rozwarteei katow wpisanych w koto opartych na uzupeta@jch st tukach jest rownar
(180).

o+ p = 120°

KATY | PRZEK ATNE WIELOK ATA

W?z0r na liczbe przekatnych
Niech n oznacza liczbbokoéw wielokta, wtedy wielokt ten ma

(n-3n
4 przelktnych.

Wzdbr na sumg rozwartosci katow
Niech n oznacza liczbbokow wielokta, wtedy wielokt ten ma sumarozwartaci katow

wewretrznych rown;
(n=2+18C, czyli (n—2+ 1 (W mierze tukowej)




CZWOROK ATY WPISANE | OPISANE NA KOLE

Aby w czworokat mozna byto wpisa koto, sumy dtugéci przeciwlegtych bokow mugzyc
rowne.

Aby na czworokacie mazna byto opisa koto, sumy rozwartéci przeciwlegtych ktow musa by¢
rowne.

ZWI AZKI MIAROWE W TROJK ACIE

Wysokosé w tréjk acie prostokatnym opuszczona z wierzchotka ita prostegojest rowna:

h=Yz-¥



X,y - odcinki, na ktore spodek wysakd podzielit przeciwprostaktna

Twierdzenie Pitagorasa
c’=a+b?

a,b - dlugéci przyprostoktnych
c - diuga¢ przeciwprostoltne]

Odcinek taczacy srodki dwdch bokow trojk ata jest rownolegty do trzeciego i rowny jego
potowie.

Twierdzenie (0 dwusiecznej&a w trojkacie)

Dwusieczna kta trojkata dzieli przeciwlegty bok na odcinki, ktérych stogk dtugdci jest rowny

stosunkowi dtuggci pozostatych bokow? = a .
y

Twierdzenie cosinusow
c’=g+b’—2ab coy

a,b,c - boki trojkta

y - kat migdzy bokami a i b



Twierdzenie sinusoéw

%

z d
BT
Bnss D g IC
sinc ginff  sincY S
a,b,c - boki trojkta

a,B.y - katy
R - promié okregu opisanego na tym trgjgie

WZORY NA POLA

Trojk at

1
Pﬂ=§a-h

a - bok trojlata
h - wysokad¢ na ten bok opuszczona

1 :
Pﬂ =—ah=sin Y

a,b - boki tréjlata
y - kat migdzy bokami a,b



1
Bz
a,b,c - boki trojkta

R - promid kota opisanego na tym traj&ie

sasher

r (ath+r)
B>
a,b,c - boki trojkta
r - promiehr kota wpisanego w ten trgjk

ER
Pa réwnobocznego 4
CZWOROK ATY
Kwadrat :
d
a
da
a
P=g
a - bok
dy - d
S

d1,d - przektne

Prostokat:




P=ab
a,b - boki

Réwnolegtobok

P=ab sim
a,b - boki
o - kat migdzy bokami a,b

P=ah
a — bok

h - wysokad¢ na ten bok opuszczona

Trapez:

- |:E|.+|'J:I el
= 2

a,b - podstawy
h - wysoka¢

Deltoid:




di, & - przektne

Dowolny czworokat wypukty :

i

P=2 +dy « dy +sin ot
di, & - przektne
o - kat migdzy przelgtnymi

Dowolny wielokat
Pole mana obliczy jako sung pdl trojkatéw, na jakie mgemy podziek ten wielokt.

Pole kota

P=mr?

I - promiex

Pole wycinka

o 2
. T

360" .

r - promiex

o - rozwartd¢ (w stopniach) ta srodkowego wyznaczagego wycinek.

GEOMETRIA PRZESTRZENI

P=




WIELO SCIANY

Graniastostup to wielcscian, ktérego wierzchotki nate do dwéch rownolegtych ptaszczyzngza
krawedzie, ktore nie gzawarte w tych ptaszczyznach,réwnolegte.

Graniastostup nazywamy trajiaym, czworolgtnym, piciokatnym itd. w zalenosci od ilosci
bokdow wielokgta stanowicego jego podstaw

1 D

Graniastostup nazywamyprostym, jesli jego sciany bocznegprostoktami.
Graniastostup prosty o podstawie czwateknazywamyprostopadtoscianem.
Graniastostup nazywamyprawidtowym jesli jest prosty i jego podstawjest wielokt foremny.

Réwnolegtagcianemnazywamy graniastostup, ktérego podstgest wielokit foremny.

Szdcian to prostopadician, ktérego kadasciana jest kwadratem.

Ostrostup jest wielgcianem takimze jedna jegdciana, zwana podstawjest wielolkitem, za
pozostat&ciany g trojkatami wyznaczonymi przez wierzchotek tego ostroslupeerzchotki
wielokata podstawy.

Ostrostup nazywamiyojk atnym, czworokatnym, pieciokatnym, szé&ciokatnym w zaleznosci od
ilosci bokow wielokta stanowicych jego podstagv

Wysokoscia ostrostupa nazywamy odcinedckacy wierzchotek ostrostupa z jego rzutem
prostokitnym na ptaszczyznpodstawy.



Spodkiem wysokdci ostrostupa nazywamy rzut prosabky wierzchotka na ptaszczyzn
podstawy.

Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup, ktérego podstawa jest wighek foremnym i
ktérego spodek wysokoi jestsrodkiem kota opisanego na podstawie.

Ostrostup sciety, jest to czs¢ ostrostupa zawarta guzy jego podstawi przekrojem poprzecznym
(przekrojem ptaszczyarrownolegh do podstawy ). Podstavwstrostupa nazywamy podstaw
dolna a przekréj poprzeczny — podstagorm.

Wieloscianem foremnymnazywamy wielécian wypukty, ktorego wszystkieiany s
przystajcymi wielokatami foremnymi i wszystkiedty dwuscienne utworzone przezsednie
sciany @ rowne.

Wielosciany foremne to

- czworgcian §ciany: trojkaty rownoboczne)

- osmioscian §ciany: trojkaty rownoboczne)

- dwudziestécian §ciany: trojkaty réwnoboczne)
- szdécian §ciany: kwadraty)

- dwunastécian §ciany: pkciokaty foremne)

CZWwFOToécian odtriondcian dvndziestodcian



i

el o =

szescian dwnnastodcian

FIGURY OBROTOWE

Figura obrotowa nazywamy figug powsta4 przez obrot pewnej figury ptaskiej wokot prostej
zawartej w ptaszczyie tej figury.

Walcem nazywamy figug powstah przez obrot prostajta wokét prostej zawieragej jeden z jego
bokdw (lub ogdlniej: figus powstah przez obrot prostej wokot prostej do niej rownddgg

Stozkiem nazywamy figug powstad z obrotu tréjlita prostoktnego wokot prostej zawiekgjej
jedm z przyprostoitnych (lub ogdlniej: figug powstah przez obrét danej prostej wokot prostej
majacej z dan jeden punkt wspalny).



Kula jest figum powsta4 przez obro6t pétkola wokét prostej zawiaiegj srodek tego kota.
Powierzchnia powstata przez obrot pokgiiem obracanego potkola nazywamy powierzgtili.

Promier pétkola to promié kuli.

OBJETOSCI | POLA POWIERZCHNI BRYL

Graniastostup

v

A
\/

Objetos¢ dowolnego graniastostupa jest rowna iloczynowegebo podstawy i jego wysokm.

V=P, H
Ostrostup
N
Objetos¢ dowolnego ostrostupa jest rowna jednej trzeciéq pego podstawy i jego wysokd.
1

V::_BPpEH



Walec

V=mrih
Ph=2?rrh

P=Ilmri+lmrh

r - promier podstawy

h - wysoka¢

Py - pole powierzchni bocznej
P. - pole powierzchni catkowitej

Stozek

V=%?rr3h
Fy=7r!

P=mri+ wrl

r - promier podstawy

h - wysoka¢

| - tworzaca staka

Py - pole powierzchni bocznej
Pc - pole powierzchni catkowitej

Kula



sihena
‘J—E T

P=4 7 12
r - promiex kuli

PRZEKSZTALCENIA GEOMETRYCZNE

PRZESUNIECIE ROWNOLEGLE

Przesuniciem rownolegtym (translacp) o wektoru nazywamy przeksztatcenie, w ktorym

obrazem dowolnego punktu X jest taki punkt2€,XX =u.

Translacg mozemy przedstawijako ziazenie dwdch symetrii osiowych o osiach réwnolegtych
Wektor przesurgcia jest wtedy prostopadty do tych osi, a jego dédgest dwa razy wiksza ni
odlegta¢ migdzy tymi osiami.

=

A A Al

-l—ﬁ-{;'—r

Punkt A" jest obrazem punktu A przy przesgni o wektoru .

SYMETRIA OSIOWA

Symetrig osiowy wzgledem prostej k nazywamy przeksztatcenie ptaszczyarktorym obrazem

dowolnego punktX jest taki punkiX', ze A;(' = - AX , gdzieA jest punktem wspoélnym prostej
prostej do niej prostopadtej przechadgj przez X.



— —
AX'=-AK

1:XI

Osia symetrii figury F nazywamy prost wzgkdem ktorej figura F jest sama do siebie
symetryczna.

Figure F, ktéra ma &€ symetrii nazywamy osiowosymetryczn

SYMETRIA SRODKOWA

Symetrig srodkowa wzgledem punktu O nazywamy obrét dookota punktu Qitopidtpetny.
Symetriasrodkowa, osrodku w punkcie O, przeksztatca dowolny punkt Xaidd punkt X',ze

—_— —

OR=X0

Symetre srodkowg wzgledem punktu O meemy przedstawijako ztazenie dwoch symetrii
osiowych o osiach prostopadtych i przechemdzh przez O

_— —=
DaAt=A0

-L&-LII
PunktA" jest obrazem punktd przy symetriisrodkowej wzgtdem punktu O.

Figurg F nazywamyrodkowosymetryczm, jesli ma srodek symetrii.



OBROT

Obrotem dookota punktD o kat skierowany a nazywamy przeksztatcenie, ktére dowolnemu

punktowiXZ0 przyporadkowuje taki punki', ze OXOX = ai ‘OX" =|OX|. Obrazem punkt®
jest punktO.

Obrot dookota punkt® mazna przedstawijako ztazenie dwdch symetrii osiowych o osiach
przecinajcych s¢é w punkcieO.

Rozwartd¢ kata obrotu jest dwa razy wksza ni rozwarté¢ kata midzy prostymi - osiami
symetri.

PunktA" jest obrotem punktA przy obrocie wzgidem punktuO o kat a.

Figury nazywamy przystajacymi, jesli istnieje izometria przeksztatega jedm z tych figur na
drug.

CECHY PRZYSTAWANIA TROJK ATOW

bbb - dwa tréjlaty sa przystajce jedynie jéli dlugosci bokdw jednego trogta s odpowiednio
rowne dtugéciom bokdéw drugiego tréfta

bkb - dwa tréjkaty sa przystagce jedynie jéli dtugosci dwoch bokow jednego tréjka i kat o
miedzy nimi zawarty s odpowiednio rowne diugoiom dwoch bokdéw i &owi miedzy nimi
zawartemu w drugim trojicie

kbk - dwa trojkty sa przystagce jedynie jéli jeden z bokow i dwadty przy nim lezace w jednym
trojkacie @ odpowiednio przystage do boku i ktéw przy nim leacych w drugim trojkcie.



JEDNOKLADNO SC

Jednokfadnascia o srodku w punkcieO i skali s# 0 nazywamy takie przeksztatcenie, ktore

dowolnemu punktowK przyporzdkowuje taki punki', ze O;(' = s[DX .
Jednokfadn& o skali s<O nazywamjgdnokiadnoscia odwrotna.
Jednokfadn& o skali s>0 nazywamjgdnokiadnoscia prosta.

J&li [s|# 1, to jednokladn& nie jest izomets.

Jeili s=1, to jednokiadni jest tazsamdcia.

Jeili s=—1, to jednokiadnig jest symetr srodkowa.

PODOBIENSTWO

Podobiaistwemo skali s>0 nazywamy przeksztatcenie, ktore zraiewilegtéé punktow w
stosunku s.

Je&li A', B' sa obrazami punktéw A i B w podohistwief, to |[A'B'| = :+|AB].

Figury nazywamy podobnymi jesli istnieje podobiéstwo przeksztatcage jedn z tych figur na
drug.

Jeli figury sa podobne w skali s, to

- stosunek diugai odpowiednich odcinkow jest rowny s
- stosunek pol tych figur jest rbwn§ s

- stosunek olgfosci tych figur jest réwny$

Podobidéstwo o skali s=1 jest izomedti
CECHY PODOBIENSTWA TROJK ATOW

bbb - dwa tréjlaty sa podobne jedynie §i trzy boki jednego tréjkta s proporcjonalne do trzech
bokdéw drugiego tréjita

bkb - dwa tréjlaty sa podobne jedynie, gdy dwa boki jednego tafgksy proporcjonalne do dwoch
bokdéw drugiego tréjita i katy zawarte mgdzy tymi bokami g réwnej rozwartéci



kbk - dwa tréjlaty sa podobne jedynie §i rozwartasci katéw jednego trojta sy odpowiednio
rowne rozwartécom katow drugiego trojkta.

TWIERDZENIE TALESA

Twierdzenie Talesa
Jezeli ramiona lgta przetniemy prostymi rownolegtymi, to stosunkigisci odcinkow z jednego
ramienia g rowne stosunkom dtugoi odpowiednich odcinkdéw z drugiego ramienia.

E L1
h
a np. b _e
c f
d £ f a_d
c f
k I~ m

WEKTORY | PROSTE NA PLASZCZY ZNIE

Wektorem o pocatku - i koncu & nazywamy upormkowary pak punktow A i &
O wektorze tym méwimyze jestzaczepionyw punkcie< i oznaczamy symbolel A5

Dilugoscia wektora A5 nazywamy odlegks punktow A i &,
Jezeli pocatek wektora pokrywa siz jego kaicem to wektor jesvektorem zerowym
Kierunkiem wektora A& nazywamy kierunek proste<5. | a jego zwrotem zwrot

poiprostej 457

Dwa wektory nazywamyownymi, gdy maj ten sam kierunek, zwrot i dtugfo



Dwa wektory nazywamprzeciwnymi, jesli maja ten sam kierunekg tsamy diugas¢ ale zwroty

przeciwne A5 = - BA

Wektorem swobodnymreprezentowanym przez weki£& | nazywamy zbior wszystkich

wektoréow zaczepionych réwnych wektorg-45

- = -
Sumg wektoréw @i & nazywamy wektor, ktérego paatkiem jest pocatek wektorea , za

koncem koniec wektor £, przy czym pocztkiem wektorz # jest koniec wektor. .

—

P px
5

- = =

Dla dowolnych wektoréve , &, ¢ mamy:

=
+ &

)
o=k

=
o+

=l

- =
0+ =
- - -
a+(-c:)=[].

- = - =

(g+&)+c=a+(&+c).

lloczynem wektora éprzez liczlg przez liczlg k nazywamy wektor o diugai |k| E.fa‘ I zwrocie

zgodnym z wektorer , gdyk>0 lub o zwrocie przeciwnym do wektczy gdy k<O.

- =
Dla dowolnych wektoréve , & oraz liczb rzeczywistych, |mamy:

lraza,
k(a+b)=ka+tksd,
o+ Da=ka+kb

() z = kiia)



Jezeli punkty A=(x,,y,), B=(x,,y,) sa punktami ptaszczyzny to wekt A# mawspéirzedne:
EB:[XEJ - xa,}"g, _}"a]
Gdy punkt C = (xc, yc)jestérodkiem wektora A& to jego wspotrzdne opisuj wzory:

Xt Yo TV

xr =

3 2 ? u}rﬂ 2

Jezeli a=lana] oraz &= 18] g
a=b - a, =b Ua, =h,

a+b=[a, +b,a, +b,]

ka=[ka,ka,]

7, 2
= . Ja; +aj. =

diugas¢ wektora « .

=
vy

Analogiczne wzory zachodalla wektoréw przestrzeni.

- = - =

lloczynem skalarnym @ = & wektoréw niezerowycl 2,2 nazywamy iloczyn ich diugei przez

413 @osa[a, 5).

— — —

cosinus kta zawartego mdzy tymi wektorami a0 b =|a

Jeeli @ = [21,2,] oraz & = [&.8] to

1
pt
o
+
px

%]
e
b

- =
o b
- -

Gdy a=0 Jub #=0 to @« &=0

Wiasndgci iloczynu skalarnego:

1)_2032302

2). k(a s &)=(%a)s b dla dowolnegck €%



- 3 =3 =3 =

3). (cx+b)uc:_ac.c+boc

L2

4)a’=aca=|al .

5) Jaeli a0 i 570 to aob=0Salb

Dwa niezerowe wektorz i & s3 rownolegtewtedy i tylko wtedy gdy ﬁ =% :

b b,

—

Wyznacznikiem niezerowych wektorow 2i & nazywamy liczb:

a; &

dla,b)= 4, b

= ahy —aydy

K atem miedzy niezerowymi wektorami @i # nazywamy kady kat wypuklty £ACE | taki,ze

Od=a, OB=b.
@y +agh,
Jai + ad b} +2]
aby —aly

\)Ial +c;t2 JE:'2 +E:'2

coss(a,b) =

sin/(a,b) =

PoleP trojk ata ABC,w ktorym AB= 5, AC=b jest rowne: P = %‘d(é Bj :

Prosta na ptaszczynie.

Ax+ By+ =0, gdzie £ + 8% >0

Réwnanie: nazywamyownaniem ogolnymprostej.

—

Wektor prostopadty do prostej to wektor® = [4,5].

Dwie proste 1% ¥ B+ Ty =0 Ax+ By + G =0g,.

A

Réwnolegte gd
g€ gdy: A B



Prostopadte gdy: 41k ¥ 515 =0

Pokrywaja sie gdy: % -B_G

Odlegtosé punktu £ @0-%0) od prostej 4%+ & +C=0  \wraa sk wzorem:
|4, + By, +C]
A+ B
P{xy.0)
Ax+By+C=10
Réwnanie dowolnej prostej réwnolegtej de 4%+ '+ =0 g postg Ax+ &y +C, =0

a prostopadiej: &% ~ Ay +C; =0

Roéwnanie y = ax+b nazywamyéwnaniem kierunkowym prostej.

Dwie proste dane rownaniem kierunkowyn=ax+b orazy, = cx+d s3 rownolegtegdy:

a=c , aprostopadiegdy ac=-1,

Réwnanie prostej przechodacej przez punkty A=(x,, v, ), B=(x,,y,) ma posta
= (xy —x) = 0y — oz~ x)

Kat miedzy prostymi danymi rownaniami kierunkowymy, =ax+b i y, =cx+d wyraza sk
c-a

wzorem: tga =
1+ac

KOMBINATORYKA | RACHUNEK PRAWDOPODOBIE NSTWA



KOMBINATORYKA

Twierdzenie 1 ( 0 mndeniu )
Jezeli dane g dwa skaczone zbiory A i B, to liczba #éiych par(a, b) takich,ze ald Aorazb[IB

jest rownaAlB.

Twierdzenie 2

Liczba ré&nych chagéw (x,,X,,X,,---, X, ) takich,ze x, mazemy wybra na m_sposobéw,
k=123---,njestrowna: m [m, On, U--0m, .

Permutacja bez powtorzer n r&znych elementow nazywamy i@y n-elementowy ag
(uporadkowanie), utworzony ze wszystkich elementow.

Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jést
n!=120340.(n-1)a nO NY{0}
0'=1

Wariacj g k-wyrazowa bez powtorze zbioru n-elementowego, nazywamyz8g k-elementowy
ciag o r&znych wyrazach wybranych ze zbioru n-elementowego.

Wszystkich k-elementowych wariacji bez powtdrzbioru n-elementowego jest:
nl _ 1e2e3e4e. nl _
(n-lyl - 1e2e3 . (nk)

(-l s (n-k+ Dy o 0 (n-23n-1n

Wariacj g k-wyrazowa z powtorzeniamizbioru n r@gnych elementéw nazywamy 4@y k-
wyrazowy cag 0 wyrazach ze zbioru n-elementowego. Wszystkiglykazowych wariacji z
powtdrzeniami zbioru n-elementowego jebt

Kombinacja k-elementowy bez powtérzei zbioru n-elementowego, £B<n) nazywamy kady k-
elementowy podzbiér zbioru n-elementowego.

Wszystkich kombinacji k-elementowych zbioru n-elenosvego jest
nh f1l
(k) " (n-l kI




n
Symbol(kj nazywamy symbolem Newtona.

PRAWDOPODOBIENSTWO | JEGO WELASNO SCI

Prawdopodobigistwem zdarzenia Anazywamy liczb P(A)= = gdzie:

DII|>II

PlA)=

zoll| =1

gdzie
& - 0znacza moc (liczhe elementdw) zhioru A

& - ozmacza moc (lHczhe dementdw) zhior wezystkich zdarzed elementarych
w doswiadczeniu

Wiasnaosci prawdopodobienstwa:

1. P()=0

2. Jali A zawiera s¢ w B, to P(AXP(B)

3. P(Ak1

4. P(A)=1-P(A)

5. P(ALIB)=P(A)+P(B)-P (4 B)

Zdarzenia A i B 33 niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdyP(AnB)=P(A)*P(B).

Prawdopodobiaistwem warunkowym zdarzeniaA pod warunkiem zagia zdarzenid® nazywamy
liczbg P(A/B)= P(anB) gdzie P(B)>0.

P(B)

Prawdopodobieistwo catkowite

J&li By, By, ..., B, sa zdarzeniami parami wygzapcymi sk, takimi, ze ich suma daje zbior
wszystkich zdaraeelementarnych dwiadczenia, wtedy dla kdego zdarzenia BQ jest:
P(A)=P(A\B;)*P(B,)+P(A\B,)*P(By)+ ... +P(A\B,)*P(B:)

SCHEMAT BERNOULLIEGO

Pewne déwiadczenie powtarzamy niezaftée od siebie n-razy (nie zmienigjwarunkow). Niech
w wyniku tego déwiadczenia mana otrzyma tylko dwa rezultaty. Przyjmag jeden z nich za
sukces, a drugi za patee, mazemy policzy prawdopodobienstwo,ze w n prébach otrzymamy
doktadnie k sukcesow

R~ o™ gdzie:

p jest prawdopodohistwem pojedynczego sukcesu,
g - prawdopodobiestwem poraki w jednym ddéwiadczeniu.



Ponadto, jéi:
1. (n +1)p nie jest liczla catkowita, to najbardziej prawdopodoipticzba sukcesow jest

ko =[(n+1)p],
2. (n +1)p jest liczky catkowita, to @1 dwie najbardziej prawdopodobne liczby sukcesow:
ko =(n+1p, Kk, =(n+1)p-1.

POCHODNA FUNKCJI
ILORAZ RO ZNICOWY

Jezeli funkcja f (x)jest okrélona w pewnym otoczeniu punktux, i x, OU to

Ra&znice x, — X, hazywamy przyrostem argumentu, armiag f(xl)— f(xo) nazywamy przyrostem
wartdici funkcji f(x) odpowiadajcym przyrostowi argumentu og, do x,

Oznaczmy:x, — X, przezh

Definicja: llorazem r6znicowym funkcji f(x)w punkcie x, dla przyrostu argumentu o liczb
h # 0 nazywamy iloraz:

Flxg +d) = Fixg)
p )

Interpretacja geometryczna ilorazu raznicowego:
Punkty A= (x,, f(x,)) oraz B=(x,+h, f(x, +h)), nalea do wykresu funkgji (x).

Prosta, ktéra przechodzi przez te punkty to siegeylaesu. lloraz rénicowy jest tangensenata
jaki ta sieczna tworzy z ag“X.

POCHODNA FUNKCJI

f (% +h)=f(x)

Definicja: Jezeli istnieje skaczona granicetirr(l) H

to granig t¢ nazywamy
f (Xo + h)_ f (Xo)

pochodn funkciji f(x) w punkciex, i piszemy f '(x)= '

O funkciji f (x) ktéra ma w punkcie, pochodia mowimy, ze jestrozniczkowalnaw punkciex, .

Interpretacja geometryczna pochodnej:



Jezeli h dazy do zera to geometrycznym odpowiednikiem istnigmanicy
_ f(x,+h)-f(x

lim

h-0 h

styczm do wykresu funkcjiy = f(x). Zatem pochodnd (x, ) jest réwna tangensowita a pod

jakim styczna przecinas¢“L. a to oznaczaze wspotczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny

)

97 jest graniczne pot@nie siecznej. Powstalv ten sposéb praghazywamy

Réwnanie stycznejdo wykresu funkcijiy = f (x) w punkcie(x,, f (x,)) ma posté:
y= Flxg) =F (2 iz = xy).

Jezeli funkcja f(x) posiada pochodrw kazdym punkcie pewnego zbio 4, wéwczas funkej,
ktéra kadej liczbie x, O A przyporadkowuije liczle f'(x,) nazywamypochodm
funkgji f(x).Te nowa funkcje bedziemy oznacaasymbolemf '(x, ).

Twierdzenie Jezeli funkcja f(x)jestw punkciex, rozniczkowalna to jest w tym punkcie
ciagta.

Twierdzenie Jezeli funkcje f(x)i g(x)sa rézniczkowalne w zbiorzé to:

’

e F(x)] e fR
F+gx] =@+ gin

[
[
[fx-g®] =750 -g'@®.
[

.

Fx) ] = f1x) g+ £ () g'(x)

Jix _ S glx) - Sx) giix)
gix)

]
g przy zataeniu,ze glx)=10

Twierdzeni€o pochodnej funkcji zkone))

Jezeli funkcja y = f(x) ma pochoda f.(x) w zbiorzeX, natomiast funkcja = g(y) ma pochoda
g (y)w przeciwdziedzinieY funkcji f(x) to funkcja ztaona z = g(f (x)) ma

w zbiorzeX pochodn : z = g'(y)f (x) gdziey oznacza wart@ funkcji f w punkciex.

Pochodne niektorych funkciji.



y=c to y'=10 gdzie c €%
y=x" toy’=nx”'1,gdziemEN+,xE?H adbo el .xeBR,.
y=sznx to ¥ =cosx,
z

=rcosx to ¥y =-sinx
) 1
y=tgx toy'=—s cosx = [
cos x
_1 .
y=ctgr toy' =—— s x = 0
sin” x
1 .
y=dr  toy'= gdzie xR
2fx '
1 1 .
y=— toy'=-—— gdzie x=0
x x

EKSTREMA LOKALNE FUNKCJI

Niech kxdzie dana funkcjaf (x) okreslona w pewnym otoczeniud punktu x, .

Definicja: Méwimy, ze funkcjaf (x) ma w punkciex, maksimum, jesli istnieje sisiedztwo
5 U punktux, , takieze dla kadego * € & spetniona jest nieréwse: f(x)< f(x,).

Definicja: Méwimy, ze funkcjaf (x) ma w punkciex, minimum, jesli istnieje sisiedztwos = I
punktux, , takieze dla kadego € S'spetniona jest nierowsé: f(x)> f(x,).



L]

(x)>0

f(xo)

Maksimum oraz minimum funkcji okéamy wspola nazwy ekstremum lokalne funkciji.

Warunek konieczny istnienia ekstremum.

Twierdzenie: Jezeli funkcja réniczkowalna f (x) ma w punkciex, ekstremum lokalne to

Fxy=10

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum.

Twierdzenie:Jezeli funkcja f (x)jest réniczkowalna w pewnym otoczeniu
U =(x,—d,% +3), J>0 punktuXx,ijej pochodnaf (x) spetnia warunki:

1. '@
JUx) >0 gy xp-d=x=x i

2. S0 gdy xp < x=x +S ,pochodna zmienia znak z + na —,

to funkcja posiada w punkcig, maksimum lokalne natomiast j&li:

1. /@ =g
Fiixi<n gdy xy -0 = x<x 1

2. JUxoU gdy xySx=x+S ,pochodna zmienia znak z — na +”

to funkcja posiada w punkcig, minimum lokalne.

MONOTONICZNO SC FUNKCJI RO ZNICZKOWALNEJ

Twierdzenie Jezeli funkcja f(x) jest rosgpca i r&zniczkowalna w pewnym przedziale otwartym
(a,b), to jej pochodnaf '(x)jest w tym przedziale dodatnia z wi§iem skaiczonej liczby
punktéw w ktorych przyjmuje wargo zero.



Twierdzenie Jezeli funkcja f(x) jest malejca i rzniczkowalna w pewnym przedziale otwartym
(a,b), to jej pochodnaf '(x) jest w tym przedziale ujemna z wtiem skaiczonej liczby punktéw
w ktérych przyjmuje wart& zero.

Whioski:

1. Jezeli pochodnaf (x) funkcji f(x) jest réwna zero dla kdego x[1(a,b) to funkcja
f (x)jest stata w tym przedziale.

2. Jeeli pochodnaf (x) funkcji f(x) jest dodatnia ¢ (x)>0) dla k&dego xJ(a,b) to
funkcja f(x) jest w tym przedziale rosoa.

3. Jezeli pochodnaf '(x) funkgji f(x)jest ujemna ¢ (x)<0) dla kadego x1(a,b) to funkcja
f(x) jest w tym przedziale malgja.



